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(Communicated by Prof. T. A. SPRINGER at the meeting of September 27, 1975) 
On a vu dans [l] que si tout &ment de l’algbbre de Banach H(D) 
des Bl~ments analytiques sur un fermd borne D d’un corps algbbriquement 
clos ultramhtrique complet R est quasi-inversible alors tout id&l de H(D) 
est principal et engendrd par un polyn6me dont les z&os sont int&ieurs 
h D. D’eutre part, on a vu dans [2] qu’une aJg&bre H(D) n’admet pas 
d’idempotent non trivial si et seulement si D est infraconnexe et il r&&e 
du thborbme II.2 de [I] et du thrJor&me II.7 de [2] que si D est ouvert, 
tout &ment non quasi-inversible de H(D) tend vers z&o suivant un 
filtre monotone per& et dans ce CM il rhsulte du thdorbme I.6 de [3] 
que D possQde au moins un T-filtre. 
Cette notion de T-filtre qui a permis dans [3] de caractiriser les ensembles 
enalytiques au sens de Motzkin permettra donc ici de caractkriser les 
dg&bres H(D) noetheriennes ainsi que les alghbres H(D) int&gres par 
lesquelles nous commencerons cette Etude. 
CHAPI~E I 
ALOEBRES SANG IDEMPOTENT NON TRIVIAL 
Soit K un corps algbbriquement 010s ultramkrique complet. Nous 
noterons 1.1 la valeur absolue de K et log une fonction logarithme de 
base p fix15 de fagon wbitraire et nous noterons v Is valuation de K d&lnie 
par v(x) = - log 1x1. 
Soit D C K; nous savons que l’algbbre K(D) des frrtctions retionnelles 
saris p61e dans D admet une norme de la convergence uniform8 sur D 
(que I’on note 11. II D si et seulement si D est fermh borne ([l], 1.2). Alors ) 
pour tout fern& born6 D de K, on note H(D) l’algebre de Banach H(D) 
compl&be de l’algbbre normhe (K(D), II - 11~). 
On sait grace au th&or&me I.8 de [2] que l’alg&bre H(D) n’admet pas 
d’idempotent non trivial si et seulement si D est infraconnexe. Rappelons 
d’autres r&ultats de [2]. 
8 Indagationes 
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On dit qu’un Blement f E H(D) est quasi-inversible s’il se dkompose 
sous la forme f = Pg 05 P est un polynome dont les zeros sont interieurs 
a D et oh g est un Blement inversible de H(D). 
On dit qu’un element f E H(D) est quasi-minor& si de toute suite a,, 
de D telle que limn,, f(a,) = 0 on peut extraire une sous-suite convergente. 
Alors d’apres la proposition IV.2 tout element quasi-inversible est 
quasi-minor& et si D est ouvert la rkiproque est vraie. 
L’Btude des elements non quasi-minor& a conduit 8. celle des filtres 
monotones [2]. Dans tout ce paragraphe designons par D un infraconnexe 
ferme born& 
On appelle filtre &croissant de D un filtre .F de D qui admet une base 
de la forme D,= (&- n:, do) A D oh (&) est une suite strictement 
d6croissante de disques de K telle que le nombre r = lim,,m diam (&) 
soit >o et r est appele diambtre de 9. 
Tout point de nAE9 A est appel6 centre de 9 et on appelle plage 
de F, not&e g(9) l’ensemble des centres de 9 qui appartiennent a D. 
On definit de m6me des filtres croissants 9 de D com.me inverses de 
filtres dkroissants 9’ par une inversion cent&e en un centre de 9’ et 
l’on retient de [2], 5 2, qu’un filtre croissant 4G admet une base de la 
forme D, = (UT--&) n D oh d est un disque non circonf&enc% et oh d, 
est une suite strictement croissante de disques telle que d = IJrXI d,. 
Alors on appelle diambtre de 9 le diametre de d et plage de 9, D-d r~ D, 
9(S), tandis que les points de cl n D sont appel& centres de 9. 
On appelle jiltre monotone de D tout filtre croissant ou decroissant. Un 
f?ltre d&roissant 9 de D est dit per& si pour tout A E 9, A - n)B# $J 
contient au moins un trou de D (oh 4 d&igne l’enveloppe de A, [l] et 
un filtre croissant de D est dit per& s’il est l’inverse d’un titre dkoissant 
per& [2]. 
De m6me nous dirons ici que le filtre de voisinages d’un point a E D 
est un Jiltre de Cauchy per& si a $ b. Plus g&r&alement, nous appellerons 
Jiltre per& tout filtre monotone perch ou de Cauchy per&. 
Ces definitions s’appliquent immodiatement B 1’6tude des Mments non 
quasi-inversibles. Pour cela, il faut encore introduire quelques notions 
concernant les Bl6ments de H(D) qui tendent vers z&o suivant un fYtre 
per&. 
On dit qu’un Mment f E H(D) est annuZC par un filtre 9 de D si 
limg f(x) =o et plus pr&i&ment, nous dirons ici que f est proprement 
annul6 par 9 si f est annul6 par 9 de faqon telle que llfjlA>o pour tout 
A E 9. Alors nous dirons qu’un filtre 9 de D est annulateur s’il existe 
un &ment f E H(D) proprement annul6 par 9. 
D’autre part, it l’aide de la fonction v,(f, p) d&inie dans [2] pour un 
Bl6ment analytique sur un infraconnexe, on dit qu’un BKment f E H(D) 
est strictement annuls’ par un filtre croissant 9 de D, de centre a, de 
diametre r, si v,(f) -log r) = + 00 et va(f, ,B) < + oo pour p > log r. 
De m6me, en utilisant la for&ion WF(f, ,u) associ6e a un filtre d& 
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croissant 9 de &am&e r, on dit que f est strictement annuld par 9 si 
W.F(f, -log r) = + ~0 et Wdf, p)< + 00 pour p < -log r. Alors d’apr&s 
les r&ultats de [2] (II, 3 4), tout 616ment strictement annul6 par un filtre 
monotone est proprement annult5 par ce filtre. 
En&, on dit qu’un Blement f de H(D) est auto-annulk paz un filtre 
monotone 9 s’il est stfictement annul& par 9 et si f(z) =o pour tout 
x E 9’(F) [3] (III, 0 1). 11 dsulte clu th&o&me I.6 et clu lemme 1.6.A de 
[3] qu’un filtre monotone 9 admet des 616ments strictement annul& si 
et seulement si c’est un T-filtre; de plus si 9 est un T-filtre, 9 admet 
aussi des Bldments auto-annul&, ce qui prouve 1’6quivalence entre l’ex- 
istence cl’616ment auto-annul6 et celle d’616ment strictement annul& 
(Toutefois il peut exister des 616ments strictement annul& par un T-filtre 
9 et non auto-annul&). 
$ 2. Algkbres H(D) intkgres 
Grbce B cette notion de filtres complkmentaires, nous pouvons mainte- 
nant caractkiser les infraconnexes ferm& born& tels que H(D) soit une 
dg&bre de Banach int&@e. Pour cela il faut cl&nir ce que nous appelons 
deux filtres monotones complbmentaires. 
DI~FINITION. Nous clirons que deux flltres monotones d’un infra- 
connexe D de K 91 et 9~ sont complkmentaires si 9+Fl) v ~(LFz) = D. 
Deux filtres per&s croissants peuvent @tre compl6mentaires. Un filtre 
per& croissant et un filtre per& ckkroissant dgalement. Par contre, deux 
filtres per&s &croissants ne peuvent Btre complkmentaires. 
I. 1. TH%OR&ME. Une algkbre de Banuch H(D) est intBgre si et seulement 
si le fermd born4 D est infraconnexe saris couple de T-jiltres comple’mentaires. 
PREUVE . On sait, grBce au th&o&me 1.8. de [a] que si H(D) est int&gre, 
alors D est infraconnexe. De plus, il est clair que D doit Btre 6galement 
sans couple de Cltres per&s auto-annulateurs. En effet, si 91 et 9~ sont 
deux filtres perds auto-annulateurs compl6mentaires, il existe un Blement 
fl# 0 auto-annul& par F1, tel que f(x) =0 pour tout x: E 9(%1) et un 
6lbment fz # 0, auto-annul6 par SZ tel que /z(x) = 0 pour tout x E I, 
et comme @(Sl) u B(Fz)=D, on a k(x) .fz(x) = 0 pour tout x ED. 
Montrons maintenant que, rdciproquement, si D est infraconnexe sans 
couple de T-filtres compld!mentaires alors H(D) est intbgre. 
En effet il existe a E D tel que g(a) # 0 et b E D tel que f(b) # 0. Alors, 
il existe un disque d(a, r) de D, (ensemble des x E D tels que lx-al <r) 
ainsi qu’un disque de D, d(b, r’) (ensemble des x E D tels que Ix-al <r’) 
tels que 
g(x)+0 quel que soit 2 E d(a, r), 
Done 
f(x) #O quel que soit x E d(b, r). 
f(x)=0 quel que soit z E d(a, r) et f(b)#O. 
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Et 
g(x) = 0 quel que soit z E d(b, r’) et f(a)#O. 
La dbmonstration consistera h montrer que d(a, r) et d(b, r’) appartien- 
nent respectivement aux plages de deux T-filtres compl6mentaties. Pour 
cela nous utiliserons les fonctions v,(f, .) et 2)b(g, -) en prenant pour 
origine respectivement b et a. 
Et&ions maintenant les diffbrents cas qui peuvent se prt%enter, compte 
tenu de ce que nous savons que d(a, r) eat inclus dans la plage d’un 
T-filtre qui ne contient pas b et &(b, r’) est inclus dans la plage d’un 
T-filtre qui ne contient pas a. (Rappelons que v,(g, -log r) < + oo et 
ub(f, --log r’) < + 00). 
A1) Swp~osons que vbc,, -log la-bl] = + 00. 
Alors quand p dhroft de -log r h v(a-b), wa(g, p) croit de 
fdg, -log r) < + 00 jusqu’h + 00. 
Done g eat strictement annul6 par un T-filtre 91 croissant de centre a 
et de diam&re sl<la--bl. 




vbb, -log lb-al)< +m, 
%(g, -log lb-al)=%&, --log la-W. 
ub(g, -log r’) = + 00. 
Donc @,(g, ,u) croit de vb(g, -log la- bl) h + 00 quand ,U cro’it de -log la- bl 
& -log r’ et g est auto-annul6 par un T-filtre 9: dhroissant cent& en 
b et de diamhtre tl> -Log r’. 
Ce qui est vrai pour g l’est aussi pour f. On en d6duit done 
AZ)‘ f eat auto-annul6 par un T-Gltre croissant stz cent& en b, de 
diamhtre sz<la-bl. 
Bz) g est auto-annul6 par un T-filtre dfhroissant p2 centr6 en a, de 
diamhtre t2 tel. 
Etudions alors si les T-filtres ainsi mis en Evidences sont compl6men- 
taires suivant les difkents cas : (Al, As) ; (Al, B2) ; (AZ, B1) ; (Bl, Be). 
(Al, AZ) 11 existe d’aprhs A1 un T-filtre .Fl croissant de centre a de 
diamhtre Q la- bl et d’aprhs AZ un T-Cltre 91 croissant de centre b de 
diambtre < la- bl. Les T-Cltres 91 et 92 sont done compl6mentaires. 
(Al, Bz) 11 existe d’aprbs A1 un T-Cltre .Fl croissant de centre a de 
diamhtre 8~ [a- bl et d’aprhs B2 un T-filtre 92 dhroissant de centre b, 
de diambtre t<la-bj. 
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On sait que 91 et 92 sont oompl6mentaires si et seulement si s>t. 
Or fg = 0 done va(f, ,u) + va(g, ,u) = + 00 quel que soit p. Or par definition 
de .Fl et .Fa dans le cas Ai, Ba, nous avons 
v,(f, ,u) c + 00 quel que soit ,UU< -log t (Ba), 
vo(g, ,u) < + 00 quel que soit ,u > -log s (Al). 
Ce qui montre que 8 ct est impossible. Done 91 et Fa sont comple- 
mentaires. 
(Bi, As) Ce cas est evidemment trait6 de la meme fapon que Al, Ba, 
f et g jouant le m6me role. 
(Bi, B4 Les T-filtres 91 et SZ sont tous deux decroissants. 
D’apres (Bi) 
Va(S9 -log la-b/)< +oo, 
et d’apres (Ba) 
vdf 3 -log [a-b])< +oo. 
Mais 
‘&(f, -log Ia-bl)=vb(f, -log Ia-bl)< +m. 
Done va(g. f, -log Ia-bl)< + 00, ce qui contredit fg= 0. Done le cas 
BlBs ne peut se produire si H(D) n’est pas integre. Nous avons demontre 
dans tous les cas possibles qu’il existe deux T-fltres complementaires 
SF1 et Fa tels que 91 annule f et S-2 annule g. 
0 3. Thdodme de Cohen 
11 est bon de remarquer a cette occasion une forme particuliere du 
theoreme de Cohen pour les algebres de Banach sur un corps R value 
non archimedien complet. 
1.2. TH~OR~XVIE DE COHEN POUR UNE ALGI$BRE DE BANAOH. Soit K 
un corps valu4 non archimddien complet. Soit A une K-algkbre de Banuch 
dent tous lee ide’aux premiers fem.& sent de type Jini. Aloes A est noethdrienne. 
La preuve de 1.2. utilise le lemme classique [12] suivant : 
Si $1 et $2 eont deux idt!aux d’un anneau A, on ckkigne par fl : fl2 
l’iddal &es klBments x de A tele que ~$2 C 81. 
Soient ‘8 un id&l d’un anneau A, et b E A tels que ‘3+ bA et ‘$i : bA 
sent de type fini. Alors ‘8 est de type fini. 
Nous pouvons maintenant montrer la proposition. 
En effet, supposons de type fini tout ideal premier ferme et supposons 
que A nest pas noetherienne. Considerons alors l’ensemble P (non vide) 
des ideaux non de type flni. Cet ensemble est inductif. En effet, si 8 
est une sous famille de P totalement ordonnee (pour l’inclusion) et si 
I = Up E g $, alors I n’est pas de type fini car sinon, 1 serait engendr6 
par al, . . . . ak et il existerait $0 E d tel que /O ZI al, . . . . ak. Done BO serait 
6gal B I et de type hi. 
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Alors P admet des elements maximaux. Soit ‘8 l’un d’eux. 
Alors ‘8 est ferme. En effet, si ‘8 $ ‘8, alors $8 est de type fini. Mais 
d’apres le theoreme de TATE [15] tout ideal dont l’adb&ence est de type 
fini est ferme (done de type fini). 
Done ‘8 n’est pas premier car sinon B serait premier fern& done de 
type fini. 
Done il existe ~~A-58 et b~.4-%?l tels que Abe%. 
Alors 
et 
% $ $!I+ bR (done %+ bR est de type flni), 
% $ ‘3 : bR (done ‘8 : bR est de type fini). 
11 suffit d’appliquer le lemme pour achever la demonstration. 
$ 4. I&al & gfhe’ration finie non polyn&niale 
1.3. LEMME. Soit D un infraconnexe admettant un filtre percd F. 
Soient gl, . . . , gk k e’ldment8 annde’s par 9 dent l’un au maim, soit gl, 
proprement. Alors il existe S appurtenant h l’adhkrence de l’ioYa1 f engendd 
fpar gl, . . ., gk tel que la fonction de D dans Qf ddjinie par 
P(x) = IS( 
sup lg&)l 
i-l.....k 
soit nMz born&e sur D. 
I1 en rksulte que S n’appartient pas b $ qui n’est done pa.9 few&. 
PREUVE. Nous allons construire une suite u,, E H(D) telle que 
(1) lim (gi. u,) = 0, 
n+m 
et telle que la suite S, =gi JFJ-, w converge dans H(D) vers un element 
S tel que la fonction F definie par 
soit non bornee sur D. Alors le theoreme est demontre. 
11 est suffisant de faire la demonstration dans le cas o& .!F est un flltre 
perch decroissant ou de Cauchy puisque tout filtre per& croissant est 
l’inverse d’un filtre per& decroissant. Soit R le diametre de 9 (R > 0 si 
9 eat decroissant et R=O si 9 est de Cauchy). Soit T, une suite de 
trois decrivant .F. Soient 
d(T,+1, Tnd=&, lim d,=R, et diam(T’,)=e,. 
o)*oD 
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On sait que 9 admet pour base canonique une famille decroissante 
pour l’inclusion de parties emboitees D, definie comme pr&&lemment. 
Si 9’(F) =9, ou si .F est de Cauchy, D, est l’ensemble des x de D 
tels que d(Tm+l, 2) Q d,. 
Si 9(F) # pl (et 9 decroissant), alors soit a E 9(s) ; D, est l’ensemble 
des x de D tels que R< /x-a]<&. 
Alors soit k$=sup,,~,~ Igt(x)] ; i = 1, . . . . k, et soit Am= sup (Aa, . . . . Ai). 
On remarque que A,> 0 quel que soit m car l’un des generateurs (que 
nous appelerons gr) est annul6 strictement par 9. 
Le principal probleme qui va se poser pour construire la suite un 
cherchee tient a ce que, si 9(F) #B, nous ne savons pas si gr(x) = 0, 
quel que soit x E g(9). En effet, 8(s) peut admettre un T-filtre 
croissant tel que l’ensemble des x de 9’(F) tel que gr(x)=O se limite a 
une circonference de 9’(p) ou a une couronne. 
Pour que U, converge vers zero tout en verifiant une relation (2), 
nous allons proceder de la fagon suivante. Nous allons construire une 
suite U, E H(D) et une suite xn E D2%+1- Dzn+3 telle que, quel que soit n, 
(3) lUn(x)l~ i quel que soit x E [D-(&+I-&+a)], 
(4) (L42Ta+1) G 
-7 > 
’ Ml wlDzn+I-D2m+s > Icnbdl I ~dGa)l >b42n+l. 
On voit que si une suite U, verifie (3) et (4), alors 
(5) II9111 Id4l I u&a G 7 Cpd que SOit x E [D - (Dzn+l - D2,&+3)], 
et 
(6) Igl(x)Um(x)I < [(VZZ) r+)] , quel we soit XE &+l-&+a. 
Done 
lh U?aII< sup (0 [ -Gq), y]. 
Ce qui montre que lim n+m (glU,) = 0. Done U, vhifie (1). 
De plus, pour n assez grand, Azn+l < 1, done 
v&l >l>; quel que soit jE$l. 
d’aprhs (4) et d’aprks la d&nition de A, (4) car par hypoth&se, 
D’autre part, pour j#n, x, E [D - (D2~+1 -Dz&]. Done 
lU&n)l < ;, d’apr8s (3). 
D’od finalement, pour n assez grand, Azn+l < 1 et 
Iu,bdl<; 1/A < L < 1 Un(xn)l quel que soit j # 12, 
2r+l 
ce qui montre que 8 = II;“-, glU, vkrifie 
Alors 
JS(x,)l= lgl(xn)- U,(x%)l quel que soit n. 
On voit donc que F(x) n’est pas born6 dans D et S n’est paa engendr6 
par 91, . . . . gk, d&s qu’on a construit une suite U, vhifiant (3) et (4). 
Nous allons maintenant construire une telle suite avec la suite X~ assooi6e. 
Soit e(n) E K tel que Is(n)1 < l/n. Soient a, E Tzl(+l, bn E Tzr+2, Cn E Tnn+3. 
Soit Z(n) = limfz-c,l++z Igl(x)l, quel que soit n Efi. Soit qn un entier 
assez grand pour vhifier 
I.+dlZ(n) gg ( > % > vzzl. 




Alors, on voit que 
done 
si lx-cnl >dtn+l alors /x-an1 = lx-&l = Ix--cnl = 1x1, 
1 
h(x)1 = I+)1 < -. n 
si Ix-cnl <d2n+2, alors lx-anI= l&l =dzn+i 
Ix-&l = l&l =dh+l et 
Ix-Gal = IGal =&f&+3. 
D’o?I 
Or, on remarque que 2 E D- [D zn+l - &+3] si et seulement si x vhifie 
ou IX-cnl>dtn+1, ou lx--Cnl<&n+s. 
D’oh finalement Ih,&)\ < l/m quel que soit x E D-(.h+l--Dzn+s) et hn 
vtkifie (3). 
Considhons alors Iha( pour x E &+I - Dzn+3 c’est-h-dire pour dZn+3 < 
<lx-ccnl<d2?&+1. 
Remarquons que 






~5-%f-%a+2 x-b, =&2s+2j 
et 











Alors il eXiSte Xn E Dzn+l -Dzn+3 td Cpe 
pii&;> -- sup I~~gl(~)~,(~)I~l~n~,(~n)l>1/~2n+l. 
"~%+l-=%b+s 
Soit U, = &h,. On voit que U, verifie (3) a fortiori, et par construction, 
U, verifie (4). Done U, verifie (3) et (4), et la demonstration est achevee. 
1.4. COROLLAIRE. Soit D un infraconnexe admettant un Jiltre per& 
annulateur $. Alors I(F) n’est pas de type jini. 
PREUVE. En effet, si F est annulateur, I(F) contient un element 
proprement annule par 9. Done tout systeme fini de generateur doit 
contenir au moins un element proprement annul6 par 9 car sinon, I(9) 
serait inclus dans l’ideal des elements annul& non proprement par 9. 
Donc si 9 est de type fini, il existe un systeme fini de gen&ateurs 
gi, . . ., gk dont l’un au moins est annule proprement par 9. Mais alors, 
d’apres 1.3, I(F) n’est pas ferme, ce qui est faux. Done I(F) n’est pas 
de type fini. 
5 5. AlgtYwes H(D) noethe’riennes et sana idempotent non trivial 
Apres cette premiere application immediate, nous pouvons maintenant 
Studier d’autres consequences plus importantes et plus g&&ales a l’aide 
des differents resultats deja obtenus. 
1.5. TH~OR~ME. Soit H(D) une algdbre de Banach unitaire et dont les 
seuls idempotents sont 0 et 1. Alors les conditions (a), (b), (c), (d), (e), (f), 
(g) sont dquivalentes. 
(a) Tout idkal de H(D) es.! fermk. 
(b) Tout i&al premier fermi’ de H(D) e+st de type jini. 
(c) H(D) est noethkrienne. 
(d) H(D) est principale. 
(e) Tout id&al de H(D) est engendrd par un polyndme. 
(f) Tout t?k?ment de H(D) est quasi-inversible. 
(g) D est infraconnexe, ouvert, et sans T-jiltre. 
PREUVE . Remarquons d’abord que (g) entraine (f) d’apres la theoreme 
1.6. de [3]. 
En effet, il suffit de voir que (non (f)) entraine (non (g)). Si H(D) 
admet un element f non quasi-inversible, alors ou bien f est quasi-minor& 
et alors D n’est pas ouvert d’apres le theoreme IV.2. de [I], ou bien f 
n’est pas quasi-minor&, et alors f est strictement annul6 par un T-filtre 
de D d’apres le theoreme 11.7. de [2] et le theoreme 1.6. de [3]. 
Nous savons d’apres la proposition IV.3. de [l] que (f) entraine (e) 
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car si tout element est quasi-inversible, alors tout ideal est engendre par 
un polynbme dont lea zeros sont interieurs a D. 
(e) entraine (d) trivialement et de meme (d) entraine (c). 
11 est encore trivial de voir que (c) entraine (b). D’autre part, la propo- 
sition 1.2. montre que (b) entraine (g) et (a) entraine (g). En effet, (non (g)) 
entraine l’existence d’un filtre per& annulateur (T-flltre ou filtre per& 
de Cauchy) .F et d’un ideal I(S) premier ferme d’apres le theoreme 11.6. 
de [2] ce qui prouve (non (b)), et aussi l’existence d’un element f propre- 
ment annul& par F engendrant un ideal f. H(D) qui n’est pas ferme, 
d’apres le corollaire 1.3., ce qui implique (non (a)). Or nous savons d’autre 
part, grbce au theoreme de TATE ([15], (2.3)) que (c) entrdne (a). Done 
le theoreme est demontre. 
Avant de clore de chapitre, il est bon de rappeler les applications a 
l’analycite. 
DI~FINITION. Un ferme borne D de K est dit analytique [IO] si quel 
que soit a E D, quel que soit r> 0 et quel que soit f E H(D), la proposition 
f (2) = 0 quel que soit 2 tel que 12 -a] <r a pour consequence f(x) = 0 quel 
que soit x E D. 
On a don& dens [3] une caracterisation des ensembles analytiques 
(th. 11.1.): Un fermi born6 est analytique si et seulement si de& un infra- 
mnnexe saw T-jiltre d plage non vide. 
1.6. COROLLAIRE. Si H(D) est une alg&re de Banach noethdrienne 
intkgre, alors D est un fermi born6 analytique et si D est un fermk born6 
anulytique, alors H(D) est algBbre de Banuch intAgre. 
(To be continued) 
